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2.1.11. Teorems ([War} pigina 225) El Kernel del Laplacianc A en EP(M) es isomorfo a
14
H de Rham(M)‘

2.2. La Diferencial ¥ El Larlaciano de Witten
2.2.1. Definicion. Sean M una variedad diferenciable y f: M—R una funcion suave. Si d es la

derivada exterior de formas diferenciales, definimos dt= e'tfo d oetf: EF(M) — EP(M) para

t € R. El operador dt se llama la diferencial de Witten,

Observese gue dt ° dt= 0, con lo cual la familia C*t(M)= {EF(M), dt} es un complejo de co-
t cadenas. Como Witten observa HP(C’*t(M)) es claramente isomorfo a HF(C*(M)). (Recordemos

aue C*(M)= {EF(M), d}).

2.>2'.2. Dgﬁnmmn. Sean M una variedad diferenciable de dimenzién 1 y f: M—Runa funcion suave.
Definimos 4= e!f st y A = 5,8, + d,3, para t €R. El operador A se llama el Laplaciano
de Witten. Se puede demostrar, como se afirma en [Henn] y [Ree], que el Kernel de 4, en
EP(M) es isomorfo al Kernel de A en EP(M). Luego por el Teorema 2.1.11, el Kernel de Ly

en EPM) o5 isomorfo a dee Rham(M) para cada p.

Ahora nos ocuparemos de una descripcién distinta de la diferencial de Witten. Nuestro objetivo

seré encontrar un modelo local para el Laplaciano de Witten, lo mas sencillo posible.

Si w € EX(M), podemos definir un operador lineal Ey EP(M) — EPHE(M) por Ey(v)= wAv.

El operador E,, se llama multielicacion por la jzamjerda. Con la ayuda de este operador,

escribimos la diferencial de Witten como dt= d+t Edf’ pues si Y€ EP(M), entonces
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dt(v)-—. etf o do etfy= e'tf((ietf Av + otf Adv)= e’tf(tetk df Av + etf Advi= tdf ~v 4+ dv=
(d+t E ) (¥).

Antes de describir a & necesitamos un lema algebraico. Sea V uwrn espacic vectorial de
dimension finita, con producto interno < , >. Dado W€ AI(V) tenemos que E o £ (V) —
A H_1(‘5.') y consideremos su adiunto, IW: AH_i(‘-.’) = AUV). En realidad iw:
A, +1(V)*—> A ((V)*, donde la estrella deuota el dual del espacio, pero identificamos A AV con

Ar(V)* mediante el isomorfismo inducido por el producto interno < , > de AY(V) como se

define en 2.1.4.

Obsérvese que el inverso de este isomorfismo es:
f€ A r(V)* I - L f(ei, A Aei) & AL & donde {ei} es una base ortonormzl de V ¥
Y r

(ei, Al A & } es la base correspondiente de A r(‘.’).
Y

Lema. Con la notacion del pardarafo anterior:
Ewln <+ InEw= <w,n> para todo w,n € :‘\1(\’)= V. Aqu'i consideramos a <w.h> CGOIC un
operador de AI(V) en Ar(V) que aplicado a un elemento de A,(V), es el productc por el

escalar <W,n>.

Demostracion: Sea €)... &y UDA base ortonormal de V. Primero demostremos el lema para w=

¢y b= & Basta demostrar que (EWI!1 + InEw) (ei1 A.. A ir)= <wW,n> ei1 A... A eir donde el
conjunto {eil A, A € } es la base correspondiente de A r(V).
r

Calculemos:

Eg(e; A..he )=eA ei1 Ao Ae

17
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0 511 € {iy,... i)

]
ettt

e.Ae. A... Ae. en otro caso.
177y i

Abhora calculemos I (e, A... Ay +1). Utilizando el isomorfismo entre AP(V)* y AV, le

i B}
asociamos al elementoe. A... Ae, su dual f. Loea0 I (e, A... Ae, )
11 ir+1 ’j iy lpeg

=Tl (fe. A... Ae.)e. A... A e

ej 11 Jr 11 Jr
=IZf(e.Ae A..ANede A..Ae

A S iy
_ ( [0 sij@ {il,... ir+1}r
l Sgnl‘l1 e A Aé.k:‘\ .. Ae, si j= ik' El gorro sobre & significa aue debe
1 ! Ireq k

omitirse. ¥ donde I'l1 es la
permutacion obvia.

Entonces IejEei(eil A.. A ei)= Iej(ei A ei1 Ao A eir)

{ 0 $id€ iy, ip)

(Sonlly) I, (¢ A... A eA.. Ae) si i@ {ij,...iyllyesla permutacion
}1 indicada.

0 sii€ {il,... ir}
0 sij € (ii,... 1s... ir} 1 € {ii'"’ ir}
Sgnrl2 Sgnn3 (ozi1 A... A & A éj A... eir) donde n3 o5 la permutacion obvia. i € {il’"’ i)

J € Ligye b ipd

0 sii€ i ip
Ahora Ee Ie (e. A... Ae, )=
i5 01 r Senfl, e. Ae. A.. Ad. A.. Ae_ sij=ik
| g Aoy A AEy A Aoy
0 sij € Lig ip)
={ O s € iy i i € Chppen D ip)

Soull, Ssully € A...eh.. MG Ae sii Bl e i =y




52

Para terminar calculemos (E, I, + 1, E (e, A... fe ) cuando i ¢ j y cuando i= j.
1) L T I

Sii # jentonces (E, 1, +1,E, e A.. Ae )= 0 excepto posiblemente cuando
i) ihoa r
JE€ L iph 1 & gy i)

En este caso el resultado es:

(%) Sgnﬂ2 Sgnl'ls eiih... Aeif\... Aej A... A eir + Sgnﬂ4 Sgnl’l5 (ei,h... Ae A...

A ej AL ei!).

Ahora recordamos que son HZ,H3H4,H5.
1'12 es la permutacion (i,ii,... ir) — (il,..._ia,l, iaz+1"“ ir) de tal manera que 1d<i<la+1

_Jl 1lp1--~ lavls la+17--. lr)
'k

1'13 es la permutacion (J,ll,... e ‘ai”a+1"" 1,) - (11,12,... )

I'I‘1 es la permutacion (j, iy ik,... ir) — (il,... J"-‘-jik,m i)
I'l5 es la permutacion (i’il"" ik,... ir) — (ii"" i... ik"" ir)

Para terminar el casp i jcon j€ {il,... i}, i€ {il,... iy lo dividimos en i<j y j<i. Si i¢j
entonces Sgnrlz-: Sgnl’[5 ¥ Son H3= -Sgnll, luego la suma () es igual a cero.

Si j<i entonces Sonll,= Sgnll, v Sonll,= -Sonllg. Luego la suma () es igual a cero. Esto
completa el caso i3t j. Ahora supongamos i= j. Y consideramos los casos i,j € {i,,... i) e
i€ {ii,... i;}. En el primer caso:

(E.1L +1 E Ye. A... Ae)=1E (e. A... Ae.)
ee; T e hy T AT ety Ty iy
= Sgnl’lz Sgnﬂs (ei1 A A éi A Aeir) y Sgnn2= ‘.’-‘,gnI‘l3

Inego (Eeilei + IeiEei)(ei1 AL A eir)= eil AL A eir.

Cuando i,j € {iy,... i,} entonces (E_ I, 4+ I_E_Xe. A.. Ae. )
1 T e'e; €8l ip

b
T

Sgnl‘l4= Sgnﬂ5 luego (Eeilei + leiEei) ei1 AL A eir= & Ao A g

=E 1 (e. A... Ae. )= Sonll, Sanll. e. A... Ae,
ei ei 11 lr 4 ] 11 1

T




li=j
En conclusion: (Ie.Ee + Ee Lie Al n € = ‘:"‘ijei, AL A ¢ donde 8ij=-. { S Y por
! ! 0 Qs

] Nl 1 !

lo tanto el lema es vilido Fera w= e, n= ¢. Ei lems z¢ zigue zhora de la bilinealidad de

<2y t'.ieEwIn-§-1n_W a

Ahora bien dado w € "'ILMl Podewos considerar Iy, : cumo un cperador entre EP(My y EF-iov.
Por la propiedad ¢) del operador estrella de Hodge, e ficil ver que Iw es el adjunto de Ew en
E(M), con el producto internc definido en 2.1.9. Lueao =i dy=d +t Edf’ entonces 8§,= 8+t Idf
VoPorlotanto A= dy 4 ddi= A 4y 4+ By @+ 1 de $Egp + t2 11df112, donde

hemos obtenido el witima termins utilizando el lem: anterior. Se puede verificar que en

coordenadas locales (U; =z, I, b el operador S v E 4 lyp A+ {Egp se reduce a 3.
) B . 1,

2
D¢ )
Dxlij (dei Idx‘. ) da, Echf,;} !

(Apendice III).

lz segunda derivada covariante de F

En esta seccion consideramos cierios

OPeradores Gue apalecen en la fisica rmoderna. Consideremos el
espacio de Hilbert LZ(R) Y D= {f € 0% lim fiix)= 0, xVf € LZ(R) Para todo n € N}. Es
X— oo

tlaro que D es denso en L?'(IE), Forque O contiene & todas las funcicnes suaves de soporte compacto.

, 2
Dado t ER, t > 0 definimos los opersdores H,, aj', a+ : D-—»L () mediante las férmulas Ht" - _d_2 +
IR SR dx

tzxz, a+= l

t dx

En la literatura de la fisica,. el operador Ht represents el Hamiltoniano de una particula bajo un
"

potencial V, de la forma V= kx“, donde k efr unz constante positiva. Los valores propios de H

represent«n las energxas posibles de 1z particula

Ahora nos dedicaremos a calcular e ezpectro de Ht‘ El resultado firal aparecerd en el Teorema 2.3.1
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Es facil verificar las ciguientes propiedades:
-+ + -

aa a =H t,a a =H, -t

re po TR =5

b) [Ht’ af = % Zta:tt , donde [ , ] es el conmutador de operadores

c) <a-:%w>= < a;w> y ’<Ht w, ¥>= <, th/.‘? para todo ¢, ¥ € D.

Sea ahora ¢ €D tal que jlelil= 1y Ht(so)= %tw , entonces
+ + + + + +
= = (% =
Ht(at ) ([Ht' at 1+ at HJ«» (...Ztext + X at Yo= (3 =+ 2¢) (at e,y
Ha 't*"p”2= <a"t',p, a-:w> = <a-t j; ® ©> = K(Hy + t) ¢y0>= d + t. De igual manera calculamos
Ia t- wl|2= A-t. Observemos que los valores propios de Ht son reales positivos: )a,: <Ht¢>,¢>=
-ia':a;tp + te, e>= Ha; ell? + t>0, poraue t>0.

En conclusion: si ¢ es una funcior propia de Ht con {lell= 1 y valor propio My entonces )‘t €R, )'t>0

Y a:;c ¥y es una funcion propia de Ht con valor propio )‘t +ity Ila:f w||2= )‘t + t

De aqui concluimos que ).t 2 tyque )t 14 (tk, (k+1)t) para k= 1,2,... . Demostremos que t es un

valor propio de Ht y por lo tanto los anicos valores propios de Ht son >‘t= (2k-+1)t para k= 0,1,...

2
Queremgs encontrar una solucién de - -d—l;i + t2x2qo= te. Una solucion de esta ecuacion es o=
i » o dx

Coe 2 donde Co se escoae de tal manera que II¢°H= 1. Es obvio que €, € D, y se puede demostrar

aue v, es la anica solucion en LZ(R) ([Smi) ; pagina 584).

Tenemos entonces gque Ht tiene valores propios )’t= (2k+1)t para k= 0,1,2,... con funciones propias

. correspondientes fp= Ck(a.:)ksoo donde Ck es una constante, tal que I|¢k|l= 1.

Ahora bien, Ht es un operador simetrico, por lo tanto las funciones ¥ son ortogonzles porque los

valores propios son distintos entre si.
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2.3.1. Teorema Con la misma notacion anterior, los anicos valores propios y funciones propias en

LZ(R) de Ht son ). (2k<+1)t para k= 0,1,... con funciones propias = Ck(a-:)kwo donde Ck

es una constante tal que IIwkH: 1 y ademas las funciones ©), son ortogonales en Lz(l).

Consideremos ahora el Laplaciano de Witten para la funcion f: RE—R dada por f(xl,... xn)=

[ [

(-112... xkz + X, +12 +.e + xnz). En el Apéndice IIl se demuestra que la segunda derivada

covariante de f se reduce

2 0 si iz §
enestecasoaﬁ-: 1 sii=j <k
i 1 sii=j>k

2

2 2 2

por otra parte ||df}] L+ +xf Yy A= xgl ( p 2) luego
B2 1si 0igk

Ay = =21-—2-+t x? + 5 e i By, ! dx; " lax Bax ) - donde ¢; =

i=1 1 si k€ ign

2,2 =
TomandoL_--—2+t i ,Kl—al(delldxl I de)rL—EL yK—lEQK

Podemos expresar el Laplaciéno A = L4+tK.

Calculemos ahora las funciones propias de los operadores Li €n EP(R‘)(‘): Li actia como la

identidad sobre elementos de la forma dxil A.. A elxi ,dondel £i <...¢ ip £ n. Luego l.i
P

2-

: . . +1 —g

tiene funciones propias ¥, como en el Teorema 2.3.1: ¥p (x)= Cr; (a ¢ Yie dx; A..
i 1 1

A dxi , con valores propios )st= (2ri+1)t.
)

Se sigue que L tiene funciones propias de la forma ¥, (x,) ... ¥, (x,) dx. A... Adx. . con

-tx

valores propios (n+2(r1+...+rn)) t.

(=) En reatidad Solo nos interesean a8 formes diférénciales "LZ( ﬂntesrcbles'.
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Para el caso de los moemdoresl(i » consideremos e} comportamiento sobre elementos de la forma

tixi AL A dxj (obsérvese que Ki actda como la identidad sobre funciones,
1 P

luego los Ki Y los
I.i conmutan). Es ficil ver que

(demostracion del lema 2.2.3):

~dx, AL A dxi »Sii€ {il"" ip}, 1€41,..k

i
1 P
dx. A.. Adx. ,sij €li,..i),ig {1,..k»
11 ip 1 P v
Ki (dxi, AL A dxip) = t:lxi1 A... Adxip y S g {11,... 1P}, 1€{1,. k)
- dxi1 A... l'uixilo y 811 € {11,... xp}, 1241, .

2.3.2 Lema Supongamos que I{(dxi AL :‘u:lxi = azdxi A...Adxi . Entonces o= 2k+2p-n-4s,
1 P 1 P

donde s es ¢] cardinal de {il,... ip} N {1,..k.

Demostracién: Ei numero de términos negativos que aparecen en la suma
(k-s)): 25 + n-p-k

2p+2k-n-4s. O

n
> K oes:s 4 ((n-P) -
i=]1

» ¥ el namero de términos Positivos es: (p-s) 4 (k-s)= p4k-2s5. Lueao a=

Nota: s<p, s < & lnego o= 2(p+k-2s)-n > -n-

2.3.3. Teorema El Kernel de A ¢ EP(R®)SEP(RD) | tiene dimensién uno si p= k y cero en los otros

fi: casos.

Demostracién: Los valores propios de At son: At= t(n+a+2(r1+...+rn)) Como a > -n entonces

)‘t 2'(]'. Ahora para que At= 0, necesitamos que r,= r,=

1= . =1,= 0y n= g, luego p+k= 25,

R

T

PeropLsykgs luego P=

k= s. Se sigue que wo(xi)... wo(xn) dx1 A
Para el Kernel de At cuando P=k O

A dxk es una base
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Recordemos que si A es el laplaciano, entonces sus valores propios en EP(M) se pueden ordenar asi:
P
A
1
eigenespacio correspondiente ([War), pisina 284) D% igual manera podémos ordenar 1o¢ \.lores

p - ,
€2 T donde permitimos que un valor propio se repita tantas veces como la dimension del
P P 2o .
propios del Laplaciano de Witten en EP(M): )«i(t) £ Az(t) £ ... ({Henn] pigina 46).

2.4.1. Teorema de Localizacion ([Sim)) Sea M una variedad diferenciable de dimensién n, compacta y
orientada. Sean £ M—R una funcidon de Morse con Uyreee Ay runtos criticos y At el laplaciano

P P
de Witten con valores propios X 1(t) < )sl(t) .. % W EP(M) — EP(M) para i= 1,2,...a el

Laplaciaro de Witten de la funcion h.= -x 2,-...- x 2 +x 2 +..x 2 donde k. es el indice
i 1 ki ki +1 n i

del punto critico q; de f. Definamos ahora el operador W: .% EF(M)— é EP(M) como W=

1= 1=
a r ., F . C g, . . P
.&91 W, v sea ﬂl < .«2 < ... sus valores propios divididos por t. Es decir, la sucesion #: < #2
1=
< .... 0o es mas que la ordenacién de la unidn de los valores propios de cada Wi. Entonces tlim
—00
Py p
i
T
i

Ahora bien la multiplicidad del valor proéio cero de W en EP(M) es cero si p {kl,..., ka}’ Y

es igual a] nimero de puntos criticos de indice ki' 5i p= ki‘ Luess el namero de valores propios
P . l1;}» . . te. [ .
).t tales que thm += 0 es igual al ntmero de puntos criticos de indice ki’ si p= ki y es tero
—00

en los otros casos.

Sea ahora CP(M) el espacioc generado por los vectores propios de A, en EF(M) tales que sus
% P

lim A S 0. De acuerdo con la observacion

tsoo t

anterior, la dimension de CP es 7. (el namero de puntos criticos de indice P).
P

P
valores propios correspondientes )st satisfagan:

Obsérvese que el Kernel de At en EP(M) estid contenido en CP(M), y como este Kernel es

(M)) < Tp: Pero segtn el

)
isomorfo a H (M), entonces la dimension (H
De-Rham

Teorema de De-Rham, la dimension |H pRh
'™

P
De-Rham

M) = di ion [H_(M)} ] la dimensior
am( ))= 1mensxon( p( )} ueao la dimension
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(HP(M)) < Yp Para cada p. Esta es una de las desigualdades de Morse. Mas aun, como se

afirma en [Ree], se puede demostrar este

2.4.2. Lems Con la misma notacién anterior, la familia {CP(M), dt}pEN es un complejo de

cocadenas, cuya cohomoloaia es isomorfa a la cohomologia de De-Rham.

Para terminar, observemos lo siguiente. El lema 1.6.1 y el corolaric 1.6.2 tienen un anilogo
para complejos de cocadenas, que se prueban de ignal manera. Aplicando este corolario a la

familia {CP(M), dt}pGN v utilizando el lema 2.4.2 y el Teorema deDe-Rham, se obtienen

facilmente las desiaualdades de Morse.
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Numeros naturales, incluido el cero
Numeros enteros

Grupo de orden dos
Bola de dimension n

Espacic tanoente en g

Dual del espacio vectorial Mq
Campos de Vectores snaves sobre M
Funciones suaves de M en R

Corchete de Lie o clase de equivalencia

i
a_={
]

$ 8i
1 I

0 siisgg]

1 sii=j

Funcién identidad del conjunto X
Homeomorfismo o Tipo de Homotopia
Denota la norma usual de un vector en R®
Soporte de la funcion f

Definicion
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APENDICE 1. FORMAS BILINEALES

Sean V un espacio vectorial de dimension n y b: VxV—R una forma bilineal.

Definicion. La forma bilineal b se dice que es no-degenerada si se cumple alguna de las condiciones:
a) Para todo v € V, existe un w € V tal que b(v,w) # 0.
b) Para todo w € V, existe un v, € V tal que b(v,w) 7= 0.

¢) Dada una base €y €p de V, la matriz (bij)= (b(ei,ej)) es no sinaular.

Demostremos que a), b) y ¢) son equivalentes. Sea eyr-e en cualguier base de V y el,... e? la base
correspondiente de V*, el espacio dual de V. Definamos la aplicacion f: v=V* por la formula f(v)=
b(v,.), entonces la matriz (bij)= (b(ei,ej)) ec la matriz de la aplicacion § con respecto a las bases {ei},

{e!}. Lueao (bij) es no-singular ssi a) se cumple. La demostracion de que b) y ¢) son equivalentes es

similar.

Nota De la parte ¢) resulta que b es no degenerada ssi para alguna base fi"" fn de V, la matriz (bij)=
(b(f‘i,fj))“es no-sinaular. Luego nuestra definicion de que Hf es no degerevrada es automaticamente

independiente del sistema de coordenadas.

Definicion. Sea W un subespacic de V. Decimos que b es definida negativa en W si b(w,w)<0 para todo

w €W, ws 0. La forma bilineal b se llama cimétrica i b{x,¥)= b(y,x) para todo x,y € V.

Teorema. Sean V un espacio vectorial de dimensiér & ¥y b una forma bilineal cimétrica sobre V.

Entonces existe una base €yr..e By tal aue b(ei,ej)= Osiis )y b(ei,ei)= 0,1 6 -1. El nomero de ceros,

WLOS y menos unos, son un invariante de b. El ntmero de menos unos, se llama el indice de b.
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Demostracion: Supongamos b 3 0. Entonces existe un y €V tal que b(v,v) 30 (pues como b # 0,
existen v, w € V tales aue b(v,w) = 0, luego si b(v,v)= b(w,w)= 0 entonces b(v + w, v+w) s 0). Sea
25'_.: ﬁ—%—‘d_l Si n= 1 esta es la base que buscabamos. Supox;gamos que el teorema es valido para k=
1,... n-1 y demostremos que se cumple para k= n. Sea W= {wE€V: b(v,w)= 0 para todo v € V2,
entonces 1 £ dimensién (W)<n, porque ¢, £ W. Utilizando la hipotesis de induccion, sean ey,... ey, una
base para W con las propiedades deseadas y X €V, entonces (X-b(en,en). b(X,en)en)GW como Sse
verifica ficilmente, luego X= I{‘ a,e; + bley,ep) b(X,ep)ey.

i1

En conclusion el conjunto €. €0 €y JeMET3 2 V, luego k=n-1y e... &y €S 1z base que buscabamos.

Demostremos ahora que el namero de menos unos es un invariante de b, pues corresponde a la

dimensién de algin subespacio maximal W de V donde b es definida negativa.

Supongamos entonces que W es un subespacio maximal de V donde b esti definida negativa.
Numeremos la base &yyee By de tal manera que b(ei,e1)= .= b(ek,ek)= 1y b(ei,ei) # -1 para i>k.
Es claro que b es definida neoativa en el espacio generado por €yseee By lueao k £ dimensién (W). Sea

. k
[el,... ek] el espacio generado POTr ey, € ¥ definamos T: W—-)[ei,... ek] ror T(w)= E w.e., donde w=

i=1
n :
> we,. Calculemos el Kernel de T: §i T(w)= 0 entonces wy= wWy= ... = W;= 0, pero como wEW
i=1
I
entonces b(w,w)= 2, W .2 b(ei,ei) €0, luego w, F1= o = W= 0. Por consiguiente T es 1-1 y esto

j=k4+1 1}
implica que k > dimension (w). O

Nota Sea fl,... fn cualguier base de V y b una forma bilineal simétrica sobre V. El namero de valores

propios negativos de la matriz (b(fi,fj)) es igual al indice de b.
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APENDICE II. VARIEDADES COCIENTES

Sean M, N variedades diferenciables y i M—N una funcion suave. Se dice que ¥ es una sumersion si
para todo m € M, doly es sobreyectiva tes Joeir si duly, tiene rango jgual a la dimension de N). Dado ¢
apa relacién de equivalencia en M, denotamos por M{z el conjunto de clases de equivalencia y por & la
aplicaciér natural de M sobre M/p. Si M/p admite una estructura de variedad diferenciable (es decir,
una topo}ogia y una estructura suave) tal que X M—sN M/p sea una sumersion, entonces diremos que

M/p con esta estructura es una variedad cociente de M.

Se puede probar que si M/o ec una variedad cociente de M entonces M/p tiene la topolooia cociente ¥
ademis su estructura diferenciable es dnica modulo difeomorfismo ([Br-CL), pagina 93).En este apéndice
cousideraremos variedades cocientes aue resultan de relacicnes de equivalencia inducidos por un grupc

de treusformaciones {ver [Br-CL}, pagina 95):

Defipicion, Sean M una variedad diferenciable y G un grupo. El aorupo G se dice que es un grupo de
transformaciones sobre M si tenemos una funcién ¢: GxM—M tal que

a) Paracada g €G, la funcion Py= ¢(a,.): M—=M es un difeomorfismo.

b) Para todo b € G, ¥o b= © g0y

Un cato particular es el de un arupe de difeomorfismo ton un parimetro, tal como aparece en la
definicion 1.1.6..

Si es la identidad de G, entonces ¢, e la identidad de M.

El arupo G se dice que discontinuo si para todo m € M, existe una vecindad U de m tal que UN ‘pg(U)=
¢ para todo g # e. Un grupo de transformaciones G induce una relacidn de equivalencia 2 sobre M de la

siguiente forma: mem’ ssi existe g €G tal que m= ¥ (m’). El espacio cociente (con la topolog'ia
g

cociente) lo denotamos por M/ G.
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Proposicién. Sean M una variedad diferenciable de dimensién n, y G un grupo de transformaciones
discontinuo sobre M. Entonces M/G se puede dotar de una estructura diferenciable de tal manera que

M/G sea una variedad cociente de M, de dimension n.

Demostracién: Se verifica ficilmente que la aplicacion natural 2 M—M/G es abierta (pnes n'l(n(U))=
UG sog(U)) y localmente inyectiva (porgue G es discontinuo). Sea (U,#) un sistema de coordenadas de
gM tal que }ulU sea 1-1 y definamos f= (2lU)"L. Entonces podemos tomar como sistema de coordenadas
en M/G a (u(U), dfof} en efecto, es claro aue el conjunto de estos sistemas de coordenadas cubre a M/{G;
falta verificar que son compatibles. Sean (V1= n(Ui), d/iafl'i} (V2= y(.Uz), dfzofz‘i) dos sistemas de
coordenadas tales que V1 ﬂV2 # ¢. Queremos demostrar que la aplicacion wzofzofl'lo w1'1 €5 suave,
vpara esto, basta demostrar que *‘zofi'1 es suave en fi(vlnvz). Sean m1€f1 (vinvz) y my=
fzof»l'i(ml), entonces my es equivalente a ma; luego my= vpg(mz) para 2lgin @ € G y el conjunto U'=
- Ulnqu_i(Uz) es un abierto que contiene a m,. Ademas ul c fl (vlnvz); pues dado m’ EV’

entonces a(m’) € Vl y vpg(m’) € U2, luego u(wg(m’)) € V2, Pero gog(m’) es equivalente a m’, y por lo

tanto n(«og(m’))= #(m’) € V,NV,, de donde m'= fl(.u(m’)) €£,(V, NV,).

Ahora mostremos que fzofl'l | U= ¥g | U’ y esto completa la demostracion de que M/G es una
variedad diferenciable. Sea m' € U’ entonces #(m’) € V1 nvz, Yy sea m"= f._,ofi'l(m’) (m" es el anico
elemento de U2 tal que #(m")= n(m’)) Ahora qag(m’) € 02 Y n(sog(m’))= alm’)= p(m”), luego wg(m')s

m»

Para terminar falta verificar que x es una sumersidn pero esto es trivial poraue la expresion de # en

coordenadas locales (U;&), (ﬂ(U); wof} es simplemente la identidad. O
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Dado un espacio cociente X/p, donde X es un espacio topologico y # una relacion de equivalencia en X,
se3 F— M un conjunto gue tiene exactamente un representante de cada clase de equivalencia de X{p. La
clausurs ¥, de F en X se llams un dominio fundamental. Sea 2’ la relacion de equivalencia que ¢ induce
sobre F. Denotamos por F /o' el espacio cociente (con la topolog'ia cociente) y por # la aplicacion natural

de F/o schre Z/g. 7 es cleramente una biveccion (la relacién de eguivalencia o' tambien la denotaremos

Lems. C'on la notacion anterior, la aplicacion 3.F¥ /s — X/p es continua.

Demostracion: Sea N: F — F/o la aplicacion natural, y W un abierto de M/G. Entonces .N'l;r‘*(w;}

Frg*w.0

Ahora si & es un subconiunto arbitrario de M, denotamos por kF(A) al siguiente conjunto: {g £ G
wg(A) nE = ¢}. Un dominio fundamental F se dice aue es pormal si para todo m € M, existe una
vecindad ¥V de m tal que I:F(‘J) e finito.

ey

Lema Si F es un dominic fundamental normal entonces para todo m € M existe una vecindad Udem

tal que kF(m)= kF(U).

Demostracién: Sea V urna vecindad de m tal que kF(V) es finito, entonces kF(m5 c kF(V). Sean Byse-e Iy
los Gnicos elementos de kF(V) gue no estin en 'kF(m). Entonces tpgi(m).... ©q {m) estin en el abierto
T
M-F. Sean Uy Uy vecindades de m tales aue v, (UD & M-F, v, U= gy n... nu NV Entonces g,.,...
i

9, £ Ep(U) y kplm)= kp(U). D

Teorema. Sean M una variedad diferenciable y G un grupo de transformaciones discontinuo. SiF es un




dominio fundamental normal, entonces la aplicacion natural 7: F/p~+MiG es un homeomorfizmo.
y i . . e 1
Demostracién: Past: demostrar gue 7 ° es continua. Es suficiente mostrar que ypara todo r €F, ¢ ° ez

continuo en w(p). Ec decir, que para todo akieric W’ alre dedor de & -1 kﬁ()’-‘)}: Nip) donde W2 F—F /g er

la aplicacién netural, existe up abierto U zirededor de pip) tal que ;r.'i(U’) C W', Ahora bast

'1.

demostrar que existe nna vecindad U de p tal que @ ‘I.cfo)] Z W, y como N‘ es <obreyectiva entonces

2

P _._

:'l \“ 4 / ‘\‘
es suficiente demostrar gue N7 ig- 1(;,” Wil o N KLowrs. Fero N"1 1 -U\ Fn 1- } (U \| lneac
i II 1\ I

\
- i - ; . "
hay que demostray que F i u limmg

-1 . = [ Q. ~ .
Ahora N-(W'S ez abierto en F, lueao N™*{W'= FNV pars un YV abierto en M y por lo tanto

o R P RS I~ ; . i
queremos encontrar U abiertoc alrededor de p € F tal ane F g 1!_;:1.(1.‘_1]\; F NV para V lz vecindad de r

determinads comeo antes. Ses '.;F{pji= fa.,... 2., entonzes ¢, ip) € NTE(W) poraue W oes una vecindad

T i

s

e

Sean Ui,'sf’ vecindades de p tales aue @, (UYC YV v kipi= (V). Y sea U= U0 i"an 01V, inean

i ) A -1
kp(P)= kp(l) ¥ se sigue ane F Nz 1{;:;1_1)]._(: g (UL, Ve, () EFNv. D
. X . 7 . 2 e ¢ . .
Eiemplo 1. (Torod Sean M= B, G= ZxZ vy ¢ ZxZxR° — R definida asi: wl(mm,x,yﬂ: (x+m, y+n).
. J

Se comprueba ficilmente gue G es un gruro de transformaciones que actua sobre M y es discontinuo.
Podemos tomar como F a [0,1]) x [0,1], luegc F= [0,1] x [0,1) v ez claro que F es normal. Por el Teorema

apterior F/p ec homenmorfo a B4/ZxZ. Pero F/p es el Toro {ver figura Al

L—>

>N
4

o 1

Al Bl Toro ef €l eSpacic qué 8¢ sbliene dé un cuadrode infentificendo lof lades come € muéfire.
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Eiemple 2. (Botella de Kiein). Sea T= ltz,'Z2 el Toro, como en ejexplo anterior. Entonces 22 actwa como
un grupo de transformacicnes discontinuo sobre T, definiendo
©: Z2 xT—=T
(0,m) = m

(1,m) — a(m)

donde o: T — T esti definida asi: g([(x,y)])= [(x-i—%, -¥)] ([( » )1 denota la clase de equivalencia de ( , )}
No es dificil demostrar que g es un difeomorfismo, utilizando coordenadas locales para T. Mostremos
que Z, actua como un grupo discontinuo: Sea m € T, queremos encontrar una vecindad U de m tal que
UNoa(U)= ¢. Ahora m ¢ a{m) y como el Toro es un espacic Hausdorff (pues es homeomorfo a 81181)
entonces existen vecindades Vm, Vo(m) tales que Vm N Vo(m)= ¢. Como g es continua entonces existe
una vecindad U'p de m tal que g(U'p)CVo(m). Sea U= Vm Ny, entonces UNg(lN
€ VmNU NVa(m)= ¢. Por tltimo mostremos que T/Z, es homeomorfo a la botellas de Klein (figura

A.2).

PR
.t LI

N/

n

Figure A.2. La bolella de Elein o5 o] efpacio que Sé obtiene idéntificande 108 lados d€ un cuadredo como Sé indica én
12 figura.

Recordemos que T es homeomorfo al espacio de la figura A.1. Sea F C T e] conjunto de todas las clases

de equivalencia en T de los puntos que estin en la region dibujada de la figura A.3.

o 1 1
Fisure 4.9, F:{[(s,y}]: (s} € [0,%) s [o.t)}
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No es difici] convencerse de que F es un dominio fundamental normal. Consideremos la imagen de F

por el homomorfismo entre IIZIZ2 y el espacio de la figura A.1. El resultado es 12 region sombreada de

la figura A.4.

1 ‘f\
/§ A

IN
1

Figura A.4. Si k 65 ¢l homomorfismo éntre R‘/zz » el espacio de la $igure A.1, éntonces R(F) es la regibn Sombreada.

- o
-y -~

Luego 'I‘IZ2 es homeomorfo a un cociente de la region sombreada en la figura A.4. Abhora las
identificaciones aue hay gue hacer en esta region son precisamente las que se muestran en la figura ALY,

que es la definicion usual de la Botella de Klein.

i >~
A 4
<
Q 1/2.

Figure A.5. La Botelle de Klein &5 el espacio qué ¢ obliene heciendo 1af identificaciones que $¢ muesiran én le

figurea.

Eiemplo 3. (Espacio Proyectivo Real). Sean M= Sn’1 y G= 22. Entonces G actia como un grupo de
transformaciones discontinuo definiendo
©:Zyx g2l . gn-l

0,x) = x

(1,3} = -x




El espacio Sn’lﬂ2 se llama el espacio proyectivo real RPn'1, y tiene dimensién n-1. Cuando n= 3 se

muestra en la fisura A.6.

o "

Fisura A.6. RPz se obtiene haciéndo laf identificaciones que sé muesiran én la fisurea.

Eiemplo 4. (Banda de Mbbius). Sein M= RZ, G= Z. Entonces G actia como un grupo de
transformaciones discontinno sobre M, definiendo:

¢:21R2—+R2

(m,x,y) = (m+x, (-i)my)
_}
Como Dominio Fundamental F podemos tomar a [0,1 x K. Pero [0,1] x R es homeomorfo a [0,1] x (0,1},

_§
luego F /o es homeomorfo a [0,1] x (0,1)/p, 9ue es precisamente la Banda de Mobius (figura AT

4 40 s o o 400 se oo G0 smm

A Y

° cessem s s oo snes
Figura A.7. 1o Bende Mobius &5 &1 eSpecic que Seé obtiene de [0,i} s (0,1) haciendo las identificaciones que §¢
muéSiren en 1o figura.
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7 _ se Mlama la derivada covarianie en la direccion x. En coordenadas incales (U, xi,... x%, ¥ esta

p-s

k
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i
— ; . 1 ol
7 con respecto a la carta (U, x*... %t
- . ko 5 Bk g
Dado ¥ ce definen las funciones T &l v g —— = =T =
ij ey y=t iiaxk
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-

Definicion. La torsien T < de la conexion

w1
2 dd

(Z,Y) = VY- ¥ X-(X

.y

(29

-r
g

donde [X,Y] es €} paréntecic de Lie de 3

gs unz aplicacion T o (M) x M) — Z(M)
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Definicion. Dados f € C®(M) y Im, Ym € Mm, definimos la segunda derivada covariante de f en la
o . _D? _ .

direccion de Xm, Ym con respecto _V, como: 5%m DYm Xm (Y§) (VxY)m (f), donde X y

Y € X(M), son extensiones arbitrarias de Zm, Ym respectivamente.

Dig o - )
Demostremos que 5%n DYm esta bien definida. Sean X,Y € X(M) extensiones de Xm, ¥m y coloquemos

n

B y= 2 1 4P o0
X= Z 3 81‘ , ¥= igl bi o en (U, x*,... x") cartade M, C o donde i’ b1 € C™(U). Entonces

n n ! 3
Xm(¥f)= ), Zm >, {Xm (b)) 3 4+ bim) Im (a—f.) y(V ¥mf)= |V b.-—i)f)=

=1 (a') J=1( Vigg ™ ) axJ) * U 0
T (R (69 2 1y, + bym) (9 5 (0} ademds (7 Lo = 2 a(m) (V5 £9,th), lneso
i ax’ ¥ ox) * ox) =1 —<-ax

ax!

——QZL—- i(b {m) Xm(ﬁf-) - b.(m) )?__; a.(m) (V -9—) (f)). Por lo tanto la segunda derivada
D¥m D¥m ;23\ PR e B o™

ax!

covariante estad bien definida.

Es ficil ver que la conexidn V es simétrica ssi ——&— ——R%f——
DIm DY~ DYm DXIm

de Jos resultados basicos de la Geometria Riemanniana. Aqni lo presentamos er una forma algebraica.

El proximo teorema es uno

Una presentacién mis geométrica se puede ver en [Mil].

Teorema Sea M una variedad diferenciable con estructura de Riemann < . > sobre M. Entonces existe

una tnica conexidn lineal sobre M con las siguientes propiedades:

a)Tv=G

by X(<Y,2>= < V S Y,Z> + <Y, V 42> para todo X.Y,Z € X(M).
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Demostracion: Después de un calculo largo pero ficil se obtiene que si V existe con las propiedades
a),b), entonces:
<V ¥h3d= %[x<v,z> + y<x,3> - 3:<TY> + <[n3xh ¥> + <[ny) x> + <KInyh 23] (#)

para todo x,y,2 € X(M).

Como < , > es un producto no-degenerado, y < V £¥:3:> €5 lineal en z, esto demuestra que z es @nica.
Para demostrar la existencia de V utilizamos de nuevo la linealidad de <V 2¥..>. Dado 2z € X(M),
definimos V £Y como el dnico campo de vectores tal que la ecuacidn () se caumpla ("toda funcion

lineal tiene un vector que la representa”). O |

Esta finica conexion lineal se llama la conexion de Riemann de M 6 la conexion de Levi-Civita.

Calculemos ahora los simbolos de Christoffel de esta conexion: sea (U, 11,... xB) una carta de M,

entonces:
v, 2 f:a id Iprodacto <V 5 2B = T dond
—_= , ¥ consideremos &l pPro neto —_—= g ., donde g
2 ox) o=t ijdx® 2 oyl axk 7 ij ek ak
ax’ 31
da..
) 9 3 3 3glk _ij hk
<@ T v lweso T 9, =27%*t orque [ , —21 = 0. Sea ahora (3°%) la
3x¥ gk ® % T (ax‘ kg Tk T [3:{ —

matriz inversa de (ghk), entonces multiplicando por Nn ¥ sumando sobre k, se obtiéne:

n n & n x4+ R h
kh
T 9,9 = T, 9.9 'I' 5 —'I lnego
kz—-?l aEi ij ek 21 u( k§1 ak ) ¢§1 ij @ i
k n 39. ag. .
S ak{d o ig 1)
57k (axi Yie T o Tt ) @




74

Finalmente si M= R® y tomamos como estructura de Riemann para RE, el producto interno wusual,

entonces 9= Si i y por lo tanto utilizando la ecuacion (x) vemos que los simbolos de Christoffel de la

J

Dt ats

conexion de Riemann en R® son todos nulos. Se sigue en este caso que ¥V=10ydque

Dxi ij - 6xi axj -




APENDICE V. SOBRE EL TEOREMA 4.4

En este apéndice continuamos con la demostracién del Teorema 1.4.4. Faltaba mostrar aue £ oes ona
aquivalencia. La idea ahora es aplicar el siguiente Teorema de Whitehead a la funcion f.

Teorema ([W h.J]i, pagina 215) Sean X, Y espacios dominados por un CW-Complejo (es decir que tienen
el tipo de homotopia de an CW-Complejo). Una aplicacién F: Z—Y es una equivalencia homotopica ssi £

induce isomorfismos de los grapos de homotopia en todas las dimensiones.

Para aplicar este teorema a T tenemos que primerc verificar que k ¥ M son dominados por CW-
Complejos. k esta dominado por el mismo y es un hecho conocido aue toda variedad diferenciable esta

dominada por un CW-Complejo (sinembargo no conozco una referencia precisa).

Ahora introducimos rapidamente los arupos de homotapia de un espacio topologico. Sean B= {(Xl’"
)€ RD: 0 <X, <1 para todo i} ella fr.ontera de 1P, Dado un espacio topolégico X, x, € X v fi0
(BN - (X,xD), decimos que £ es equivalente a g9 si existe una homotopia entre £ y o relativa a B R
conjunto de clases de equivalencia lo denotamos por I'Inxi}:,xojx pars cada n € M.

Dsfiniremos ahora una suma en Hn(X,xD). Dados [f], [g]r’_-ﬂnlik,zo) donde [f] denota la clase de

equivalencia de f, definimos su suma [f] + [9] como la clase de f+o (18,1 — (X, x,) donde f+g es la

funcion:
: - 1
J f(211,x2,... xn) si 04 x4 < 3
f+a(x,.... X,) = L )
9(211-1, X, x,) si 3 < Xy s 1

se pnade demostrar que [f] + [a] queda bien definida y que con 2sta suma ﬂn(X,xo) 85 WD 9rUPC para

cada n € N, llamado el n-ésimo grupo de hnmatopia de X.




Supongamos ahora que tenemaos una aplicacion continua f: X—Y, donde X ¥ Y son sspacios topoldgicos.

Sea x, € X, entonces para cada n €N, £ induce un homomorfismo £ , : Hu(Xxy) — l'[n(Y, f(xo))
n

definido por fm([h])= {foh] € nn(y, f(xo)) Si f es una equivalencia homotopica, entonces f,, es un

isomorfismo. Con estas observaciones, no es dificil ver que f induce isomorfismos f s (recordemos que

f restringido a cada ki‘ es una equivalencia homotopica) en todas las dimensionas.




